
 

 

เกริน่นํา

        จากเหตุการณ์ขา้งตน้จะสงัเกตเห็นไดว้า่   หากเราทราบความยาวดา้นสองของรูปสามเหล่ียมมุมฉาก

แลว้นั้น  เรากจ็ะสามารถใชท้ฤษฎีบทพีทาโกรัสในการหาดา้นอีกหน่ึงดา้นท่ีเหลือได ้  
     แต่ทวา่หากเราทราบความยาวเพียงแค่ดา้นใดดา้นหน่ึงเพียงแค่หน่ึงดา้นเท่านั้น  เรากจ็ะไม่สามารถท่ี

จะหาความยาวของดา้นอีกหน่ึงดา้นท่ีตอ้งการหานั้นได ้  หากแต่วา่ถา้เราทราบความสมัพนัธ์(อตัราส่วน)

ระหวา่งดา้นท่ีเราตอ้งการหาความยาวกบัดา้นท่ีเรารู้ความยาวแลว้นั้น  เรากจ็ะสามารถใชก้ารเทียบ

อตัราส่วนในการหาความยาวของดา้นนั้นๆได ้ เราเรียกอตัราส่วนนั้นวา่   “ อัตราส่วนตรีโกณมิติ ” 

ดงัน้ัน     อัตราส่วนตรีโกณมิติ   คอื  อัตราส่วนที่บอกความสัมพนัธ์ของความยาว 
                 ด้านสองด้านใดๆในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

อตัราสว่นตรโีกณมิติ 

A 

C 

?

B 12 

13 
 

  หาความยาว 

 ด้าน AC ได้ไหม ?

 

ได้สิ!! กแ็ค่ใช้ทฤษฎบีทพทีาโกรัส 

2
AC  + 122  =  132

2
AC  + 144  =  169

2
AC  =  25  

    AC    =   5∴  หน่วย

P 

Q 

? 

R 

8 

   แล้วรูปนีห้าความยาว 

ด้าน PQ ได้ไหม ?
ให้ความยาวมาแค่ด้านเดียวอย่าง

นี ้ จะไปหาความยาวด้าน PQ ได้

ยงัไงหล่ะ         ให้ความยาวด้าน

QR มาหน่อยสิ จะได้ใช้ทฤษฎบีท

พทีาโกรัสเหมือนรูปท่ีแล้ว 

!!! 

P 

Q 

? 

R 

8 

ไม่ให้ !!! แต่จะใบ้ให้ 

  หน่อยแล้วกนัว่า 

อตัราส่วนด้านท่ีอยู่ 

ตรงข้ามมุม R ต่อ 

ด้านท่ีอยู่ตรงข้ามมุม 

ฉาก เท่ากบั 1 : 2 

ง้ัน!! กส็ามารถหา PQ ได้ 

PQ : PR  =   1 : 2

PQ 1   =   
2PR 

 PQ 1   =   
8 2

  

1PQ   =    8
2

×

    PQ    =    4∴   หน่วย  
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ขอ้ตกลงและขอ้ตอ้งจําของอตัราสว่นตรโีกณมิติ 
 

 

 

 

 

 

 

 

  สาํหรับการศึกษาหวัขอ้ “ อตัราส่วนโกณมิติ ” นั้น  นกัเรียนจาํเป็นอยา่งยิง่ท่ีจะตอ้งทาํความเขา้ใจกบั 

ขอ้ตกลงและขอ้ตอ้งจาํต่างๆ ของหัวขอ้น้ีซ่ึงมีอยู่มากพอสมควร   จึงอยากให้นกัเรียนค่อยๆทาํการศึกษา

อย่างตั้งใจ   รวมทั้งจดจาํขอ้ตกลงและขอ้ตอ้งจาํต่างๆ ให้ครบถว้น   มิฉะนั้นจะไม่สามารถทาํการศึกษา 

หวัขอ้น้ีไดอ้ยา่งเขา้ใจ     

 

 

 

 

            ในการเรียกช่ือด้านของสามเหล่ียมมุมฉากในหัวข้ออัตราส่วนโกณมิตินั้น   ในส่วนของด้าน

ประกอบมุมฉากทั้งสองดา้นนั้น  จะมีการทาํขอ้ตกลงในการเรียกลกัษณะของดา้นทั้งสองนั้นโดยกาํหนด

มุมอา้งอิงจากมุมแหลม 1ใน 2 ของสามเหล่ียมมุมฉากนั้น  ดงัน้ี 
 

 

              กาํหนดสามเหล่ียมมุมฉาก ABC มาใหต่้อไปน้ี  โดยมีมุม θ  เป็นมุมอา้งอิงในการเรียกดา้น 

                                                                                         

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

               ในส่วนของดา้นตรงขา้มกบัมุมฉากนั้น   จะสังเกตไดว้่าเราไม่จาํเป็นจะตอ้งพิจารณามุมแหลมท่ี

ใชใ้นการอา้งอิง   เพราะวา่ดา้นตรงขา้มมุมฉากนั้น  ต่อใหไ้ม่มีมุมแหลมท่ีใชเ้ป็นมุมอา้งอิงใดๆ กาํหนดมา

ใหก้ต็าม  เรากย็งัจะสามาารถพิจารณาไดอ้ยูดี่วา่เป็นดา้นใดเป็นดา้นท่ีอยูต่รงขา้มกบัมุมฉาก 

      1            

 

A 

B C 

 

 

 

 

การเรียกช่ือด้านของสามเหลีย่มมุมฉาก 

   ______   คือ  ด้านตรงข้ามมุมอ้างองิ        

  ______   คือ  ด้านท่ีถูกประชิดโดยมุมอ้างองิกบัมุมฉาก    

                         

______  คือ  ด้านตรงข้ามกบัมุมฉาก      
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จงเติมคาํวา่  ขา้ม , ชิด , ฉาก  ลงไปบนรูปสามเหล่ียมมุมฉากต่อไปน้ี  เม่ือกาํหนดมุมอา้งอิงการเรียกมาให ้

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัดที่ 1.1 
 

1.   ให ้ θ   เป็นมุมอา้งอิง 
 

2.   ให ้ θ   เป็นมุมอา้งอิง 
 

3.   ให ้ 30o  เป็นมุมอา้งอิง 

 
4.   ให ้ 40o  เป็นมุมอา้งอิง 
 

5.   ให ้ 65o  เป็นมุมอา้งอิง 
 

6.   ให ้ 16o  เป็นมุมอา้งอิง 
 

C B 

A 

 

P Q 

R 

 

Z Y 30o 

M P 

N 

65o 

C 

B 

A 
40o 

C B 

A 

16o 

   ______   คือ  ดา้นตรงขา้มมุมอา้งอิง     

    ______  คือ  ดา้นท่ีถูกประชิดโดยมุมอา้งอิง 

                         กบัมุมฉาก 

    ______  คือ  ดา้นตรงขา้มกบัมุมฉาก 

   ______   คือ  ดา้นตรงขา้มมุมอา้งอิง     

    ______  คือ  ดา้นท่ีถูกประชิดโดยมุมอา้งอิง 

                         กบัมุมฉาก 

    ______  คือ  ดา้นตรงขา้มกบัมุมฉาก 

   ______   คือ  ดา้นตรงขา้มมุมอา้งอิง     

    ______  คือ  ดา้นท่ีถูกประชิดโดยมุมอา้งอิง 

                         กบัมุมฉาก 

    ______  คือ  ดา้นตรงขา้มกบัมุมฉาก 

   ______   คือ  ดา้นตรงขา้มมุมอา้งอิง     

    ______  คือ  ดา้นท่ีถูกประชิดโดยมุมอา้งอิง 

                         กบัมุมฉาก 

    ______  คือ  ดา้นตรงขา้มกบัมุมฉาก 

   ______   คือ  ดา้นตรงขา้มมุมอา้งอิง     

    ______  คือ  ดา้นท่ีถูกประชิดโดยมุมอา้งอิง 

                         กบัมุมฉาก 

    ______  คือ  ดา้นตรงขา้มกบัมุมฉาก 

   ______   คือ  ดา้นตรงขา้มมุมอา้งอิง     

    ______  คือ  ดา้นท่ีถูกประชิดโดยมุมอา้งอิง 

                         กบัมุมฉาก 

    ______  คือ  ดา้นตรงขา้มกบัมุมฉาก 
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คือ                                                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      2            

 

A 

B C 

 

 

 

 

การเรียกช่ือของอัตราส่วนตรีโกณมิติ 

ความยาวของด้านตรงข้ามมุมอ้างองิ 

 ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

ความยาวของด้านท่ีถูกประชิดด้วยมุมฉากกบัมุมอ้างองิ 

ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 
  อตัราส่วนช่ือ    cosine θ   คือ      

  อตัราส่วนช่ือ    sine θ   คือ     

  เขียนย่อว่า                        =                   

  เขียนย่อว่า                      =                   

  ความยาวของด้านท่ีถูกประชิดด้วยมุมฉากกบัมุมอ้างองิ  

  ความยาวของด้านตรงข้ามมุมอ้างองิ   อตัราส่วนช่ือ    tangent θ   คือ     

  เขียนย่อว่า                      =                   

กาํหนดสามเหล่ียมมุมฉาก ABC มาใหต่้อไปน้ี   

โดยมีมุม θ  เป็นมุมอา้งอิงในการเรียกดา้น 
 

sin    =                   

cos    =                   

tan    =                   

ข้าม 
ฉาก 

ข้าม 
 ชิด 

 ชิด 
ฉาก 

จํา 
ใหไ้ด ้!! 
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             จากอตัราส่วนตรีโกนมิติทั้ง 3 ช่ือ คือ  sinθ  ,  cosθ  ,  tanθ   ท่ีไดศึ้กษาไปก่อนหนา้น้ีแลว้นั้น หาก

เราทาํการสลับการเอ่ยความสัมพนัธ์ของด้านทั้งสองด้านในแต่ละอัตราส่วนแล้วนั้น  ก็จะทาํให้เกิด

อตัราส่วนใหม่ขึ้นมา   จึงทาํใหมี้การเพิ่มช่ือของอตัราส่วนตรีโกนมิติขึ้นมาอีก 3 ช่ือ  ดงัต่อไปน้ี 

 
 

 

                                                                                 

 

                                        

 

 

 

 
 

 

                                                                                 

  

                                        

 

 

 

 
 

 

                                                                                 

  

                                        

 

 

 

 

 

 

ความยาวของด้านตรงข้ามมุมอ้างองิ 

 ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 
  อตัราส่วนช่ือ    sine θ   คือ     

 เขียนย่อว่า                        =                   

ความยาวของด้านตรงข้ามมุมอ้างองิ 

 

ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 
  อตัราส่วนช่ือ    cosecant θ   คือ     

 อตัราส่วนช่ือ  cosine θ  คือ     

  เขียนย่อว่า                        =                   

ความยาวของด้านท่ีถูกประชิดด้วยมุมฉากกบัมุมอ้างองิ 

  

ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 
  อตัราส่วนช่ือ   secant θ    คือ     

ความยาวของด้านท่ีถูกประชิดด้วยมุมฉากกบัมุมอ้างองิ 

ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

  sin θ  กบั  cosec θ    

เป็นส่วนกลบักนัและกนั  

 อตัราส่วนช่ือ  tangent θ  คือ     

 เขียนย่อว่า                        =                   

  อตัราส่วนช่ือ   cotangent θ    คือ     

ความยาวของด้านท่ีถูกประชิดด้วยมุมฉากกบัมุมอ้างองิ  

   ความยาวของด้านตรงข้ามมุมอ้างองิ 

  ความยาวของด้านท่ีถูกประชิดด้วยมุมฉากกบัมุมอ้างองิ  

  ความยาวของด้านตรงข้ามมุมอ้างองิ 

   cos θ   กบั   sec θ    

เป็นส่วนกลบักนัและกนั  
   tan θ   กบั   cot θ    

เป็นส่วนกลบักนัและกนั  
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                            การเขียนอัตราส่วนตรีโกณมิติในรูปยกกาํลังมักนิยมเขียนดังน้ี 

 

 

 
 

 

 

 

 

            เช่น    

 

 

 

ท่องจําใหไ้ดไ้ลจ่ากบนลงลา่ง 

sin    =                            

      
cos    =                            

 
tan    =                   

 

ข้าม 
ฉาก 

ข้าม 
 ชิด 

 ชิด 
ฉาก 

ข้าม 
ฉาก cosec    =                   

      

sec    =                   

 

cot    =                   

 
ข้าม 
 ชิด 

 ชิด 
ฉาก 

ส่วน 

กลบั 

กนั 

และ 

กนั 

สรปุ  ช่ืออตัราสว่นตรโีกณมิติ                  
      

หมายเหต ุ

     (sinθ )n    =  ____________  ,     (cosθ )n    =  _____________  ,     (tanθ )n    = _______________                    

 (cosecθ )n    =  ____________  ,     (secθ )n    =  _____________  ,     (cotθ )n    = _______________    

                   (sin θ )2    =  ______________      อย่าเขียนว่า   _______________   

       (cosA)3    =  ______________      อย่าเขียนว่า   _______________         

                 (tan 30O)2    =  ______________     อย่าเขียนว่า   _______________    
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  ตอนท่ี 1    จากรูปสามเหลีย่มมุมฉากต่อไปนี ้จงหาอตัราส่วนตรีโกณมิติ  เม่ือกาํหนดมุมอ้างองิมาให้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัดที่ 1.2 
 

2.   ให ้ 40o  เป็นมุมอา้งอิง 
 

C 

B 

A 
40o 

1.   ให ้ θ   เป็นมุมอา้งอิง 
 

C B 

A 

 

     sin     =                    , 

     cos     =                   , 

     tan     =                    , 

cosec     =      

    sec     = 

     cot     = 

     sin 40O     =                    , 

     cos 40O    =                   , 

     tan 40O    =                    , 

cosec 40O    =      

    sec 40O    = 

    cot 40O    = 

3.   ให ้ ˆTQM   เป็นมุมอา้งอิง 
 

Q 

M 

T 

4.   ให ้ 60o  เป็นมุมอา้งอิง 

 

T Q 

M 

30o 

 

60o 

 

     sin 60o    =                    , 

     cos 60o    =                   , 

     tan 60o    =                    , 

cosec 60o    =      

    sec 60o    = 

    cot 60o    = 

                     , 

                     , 

                     , 
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  ตอนท่ี 3    จากรูปสามเหลีย่มมุมฉากต่อไปนี ้จงหาอตัราส่วนตรีโกณมิติ  เม่ือกาํหนดมุมอ้างองิมาให้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.   ให ้ 37o  เป็นมุมอา้งอิง 

 

Z Y 

X 

37o 

 

     sin 37o    =                     

     cos 37o    =                    

     tan 37o    =                     

cosec 37o    =      

    sec 37o    = 

    cot 37o    = 

     sin( )    =                     

     cos( )    =                    

     tan( )    =                     

cosec( )    =      

    sec( )    = 

     cot( )    = 

4  หน่วย 

3  หน่วย 

2.   ให ้ OET   เป็นมุมอา้งอิง 
 O 

T 

E 
12  หน่วย 

13  หน่วย 
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  ตอนท่ี 4    จงหาค่าของอตัราส่วนตรีโกณมิติต่อไปนี ้ จากอตัราส่วนตรีโกณมิติท่ีกาํหนดมาให้   

1.  กาํหนดให ้ 
3

sin A
5

=    จงหาค่าของ 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

2.  กาํหนดให ้ 2cos A 1=    จงหาค่าของ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     cos A    =                    

     tan A    =                     

cosec A   =      

    sec A   = 

    cot A   = 

     sin A    =                    

     tan A    =                     

cosec A   =      

    sec A   = 

    cot A   = 
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  ตอนท่ี 5    จงหาตอบคําถามต่อไปนี ้

1. จากสามเหล่ียม ABC มีมุม B เป็นมุมฉาก ให ้
3

sin A
5

=    แลว้  จงหาค่าของ  sinA cosA tanA⋅ ⋅  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. จากสามเหล่ียม ABC มีมุม B เป็นมุมฉาก ให ้12cos A 5=    แลว้  จงหาค่าของ  
secA  cosecA

cot A
⋅
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               พิจารณาอตัราส่วนตรีโกณมิติต่อไปน้ี 

   sin ox    =                   

   cos ox    =                   

   tan ox    =                   

   cot ox    =                   

   sec ox    =                   

cosec ox    =                   

จะสังเกตไดว้า่ ; 

 
 

 

                                                                                 

 

                                        

 
 

 

                                                                                 

 

                      

 
 

 

                                                                                 

 

   sin oy    =                   

   cos oy    =                   

   tan oy    =                   

   cot oy    =                   

   sec oy    =                   

cosec oy    =                   

      3            

 

อตัราส่วนตรีโกณมิติที่เป็น co-function ซ่ึงกนัและกนั 

A 

B 

C 

 

 

 

 

 
กาํหนดสามเหล่ียมมุมฉาก ABC มาใหต่้อไปน้ี   

โดยท่ี    มุม BAC  มีขนาด  x  องศา  

  และ    มุม ABC  มีขนาด  y  องศา 

  จะไดว้า่ ;   
 

   sin   =   cos                 

    cos   =   sin               

สรุปได้ว่า     เม่ือขนาดมุมอา้งอิงของ  sin , cos  รวมกนัได ้90O 

     แล้ว                    ค่า  sin  และ  cos  จะมีค่าเท่ากนั   

    เรียก         sin  และ  cos   ว่าเป็น  co-function  ซ่ึงกนัและกนั 

ข้อสังเกต :    ช่ือเตม็ของ    sin  คือ _________     ,   ช่ือเต็มของ  cos  คือ ______________ 

   tan   =   cot                 

    cot   =   tan               

สรุปได้ว่า     เม่ือขนาดมุมอา้งอิงของ  tan , cot  รวมกนัได ้90O 

     แล้ว                    ค่า  tan  และ  cot  จะมีค่าเทา่กนั   

    เรียก         tan  และ  cot   ว่าเป็น  co-function  ซ่ึงกนัและกนั 

ข้อสังเกต :   ช่ือเตม็ของ   tan   คือ ___________   ,   ช่ือเต็มของ   cot   คือ _______________ 

   sec   =   cosec                 
    cosec   =   sec               

สรุปได้ว่า     เม่ือขนาดมุมอา้งอิงของ  sec , cosec  รวมกนัได ้90O 

     แล้ว                    ค่า  sec  และ  cosec  จะมีค่าเท่ากนั   

     เรียก     sec  และ  cosec   ว่าเป็น  co-function  ซ่ึงกนัและกนั 

ข้อสังเกต :  ช่ือเตม็ของ  sec  คือ ____________   ,   ช่ือเต็มของ  cosec  คือ _________________ 
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  ตอนท่ี 1      จงเติมอตัราส่วนท่ีเป็น cofunction กบัอตัราส่วนตรีโกณท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

 1.  sin 30O   =  2.  tan 60O   =  3.  sec 30O   = 

 4.  cos 60O  =  5.  cot 30O    =  6.  cosec 60O  = 

 7.  sin 60O  =  8.  sec 60O  =  9.  cot 60O  = 

10.  cosec 30O  = 11.  cos 30O  = 12.  tan 30O  = 

13.  sin 45O  = 14.  cosec 45O  = 15.  cot 45O  = 

16.  cos 45O  = 17.  tan 45O  = 18.  sec 45O  = 

19.  sin 10O  = 20.  cot 38O  = 21.  cosec 7O  = 

22.  sec 25O  = 23.  sec 0O  = 24.  tan 41O  = 

25.  cos 1O  = 26.  sin 72O  = 27.  cosec 15O  = 

28.  cosec 0O  = 29.  tan 90O  = 30.  sec 52O  = 

31.  cot 90O  = 32.  cos 67O  = 33.  cot 0O  = 

34.  sec 5O  = 35.  tan 88O  = 36.  cos 0O  = 

37.  cot 9O  = 38.  cosec 64O  = 39.  cot 3O  = 

40.  cos 90O  = 41.  sin 0O  = 42.  sec 90O  = 

43.  sin 9O  = 44.  tan 0O  = 45.  cos 20O  = 

46.  tan 8O  = 47.  cosec 90O  = 48.  sin 90O  = 

 

  ตอนท่ี 2      จงเติมอตัราส่วนท่ีเป็น cofunction กบัอตัราส่วนตรีโกณท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1.  sin θ    =  2.  tan θ    = 

 3.  cosec xO  =  4.  cos yO    = 

 5.  sec A   =  6.  cot B    = 

7.  sin (90O–θ )     = 8.  sec (90O–x)      = 

9.  tan (90O–A)      = 10.  cosec (90O–B)     = 

11.  cot (90O–θ )     = 12.  cos (90O–y)       = 

 
 

แบบฝึกหัดที่ 1.3 
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              ค่าอัตราส่วนตรีโกณมิติท่ีใช้มุมอ้างอิง 30 , 45 , 60 องศานั้น ถือเป็นข้อตกลงท่ีสําคัญมากท่ี

นักเรียนจะตอ้งทาํการจดจาํค่าอตัราส่วนเหล่าน้ีให้ได ้    ในการแกปั้ญหาโจทยท่ี์ตอ้งมีการใช้อตัราส่วน

ตรีโกณมิติท่ีใชมุ้มอา้งอิง 30 , 45 ,  60 องศานั้น ในตวัโจทยเ์องมกัจะไม่มีการกาํหนดให้ขอ้มูลเก่ียวกบัค่า

อตัราส่วนตรีโกณมิติท่ีใชมุ้มอา้งอิง 30 , 45 , 60 เหล่าน้ีมาดว้ย   เพราะถือว่าอตัราส่วนตรีโกณมิติท่ีใช้มุม

อา้งอิง 30 , 45 , 60 องศานั้นเป็นค่าอตัราส่วนตรีโกณมิติพื้นฐานท่ีนกัเรียนจะตอ้งพึงจดจาํใหไ้ด ้   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                         
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
   

    

    

    

    

    

    

      4            

 

ขนาด 

 

sin 
cos 
tan 
cot 
sec 

cosec 

เป็นส่วนกลบัของกนัและกนั 

เป็น cofunction กนั 

เป็น cofunction กนั 

เป็น cofunction กนั 

30o 60o 45o มมุ ช่ือ 

sin 

cos 

tan 

cot 

sec 

cosec 

จะช่วยทําให ้
จําใหไ้ด ้

ท่องตาราง 
ไดง่้ายข้ึน 

จํา 
ใหไ้ด ้

!! 

อตัราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลมที่มีขนาด 30o , 45o , 60o  
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จาก       =                               

             =                               

         =                    

จาก       =                               

             =                               

         =                    

จาก       =                               

             =                               

         =                    

จาก     =                               

           =                               

        =                    

จาก     =                               

           =                               

        =                    

จาก     =                               

           =                               

        =                    

 
 

 

 

                     ขอแบ่งการแสดงท่ีมาออกเป็น 2 part   ดงัน้ี 
 

       Part 1       ท่ีมาของค่า sin θ  , cos θ  , tan θ   เม่ือ θ  = 30o ,  60o 

       

 

   

 

 

 

 

 

            เม่ือพจิารณารูปสามเหลีย่มมุมฉาก_________ ด้านบนและใช้มุมอ้างองิ  คือ  30o      จะพบว่า ; 

                                             

 

 

 

 

     เม่ือพจิารณารูปสามเหลีย่มมุมฉาก_________ ด้านบนและใช้มุมอ้างองิ  คือ  60o      จะพบว่า ; 
 

 

 

 

 
 

 

 

ที่มาของค่า sinθ  , cosθ  , tanθ   เม่ือ  θ  =   30o , 45o , 60o 

 

  ใหส้ามเหล่ียมดา้นเท่า ABC   มีความยาวของดา้นสามเหล่ียม  คือ   x  หน่วย 

C B 

A 
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จาก         =                               

          =                    

จาก         =                               

          =                    

จาก         =                               

          =                    

 

       Part 2       ท่ีมาของค่า sin θ  , cos θ  , tan θ   เม่ือ θ  = 45o  

       

    

 

 

 

  

 

 

            เม่ือพจิารณารูปสามเหลีย่มมุมฉาก_________ ด้านบนและใช้มุมอ้างองิ  คือ  45o      จะพบว่า ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

  ใหส้ามเหล่ียมมุมฉาก ABC   มีดา้นประกอบมุมฉากทั้งสองดา้นยาวเท่ากนัดา้นละ   x  หน่วย 

C B 

A 

  
 

 =  0o 

ค่า sin 0o ,  cos 0o และ  tan 0o  

 

       เม่ือพิจารณาสามเหล่ียมมุมฉากจากซา้ยไปขวา  จะพบวา่เม่ือมุมอา้งอิงมีขนาดลงลงไปเร่ือยๆ จน 
4θ

มีขนาด 0o  แลว้นั้น ความยาวของดา้นท่ีอยูต่รงขา้มมุมอา้งอิง(ขา้ม) นั้นจะมีค่าเป็นศูนย ์  ดงันั้น 
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จํา ใหไ้ด ้!! 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

      

      

      

      

      

      

 =  90o 

ค่าอตัราส่วนตรีโกณมิติ  เม่ือ  θ  =  0o , 30o , 45o ,  60o ,  90o 

 

ขนาด 

 
30o 60o 45o มมุ ช่ือ 

sin 

cos 

tan 

cot 

sec 

cosec 

90o 0o 

  
 

ค่า sin 90o , cos 90o และ  tan 90o  

      เม่ือพิจารณาสามเหล่ียมมุมฉากจากซา้ยไปขวา  จะพบวา่เม่ือมุมอา้งอิงมีขนาดมากขึ้นไปเร่ือยๆ จน 

4θ มีขนาด 90o แลว้นั้น ความยาวของดา้นท่ีอยูต่รงขา้มมุมอา้งอิง (ขา้ม) จะมีค่าเท่ากบัดา้นตรงขา้มมุม

ฉาก(ฉาก) และความยาวของดา้นท่ีถูกประชิดดว้ยมุมฉากกบัมมุอา้งอิง(ชิด) นั้นจะมีค่าเป็นศูนย ์  ดงันั้น 
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       จากตารางขา้งตน้ นกัเรียนจะสังเกตเห็นว่าค่าของอตัราส่วนตรีโกณมิติบางอตัราส่วนนั้น  เขียนอยู่ใน

รูปของเศษส่วนโดยท่ีตวัส่วนติดเคร่ืองหมายกรนฑ ์ ( )   ซ่ึงการเขียนลกัษณะเช่นน้ีไม่เป็นท่ีนิยมในทาง

คณิตศาสตร์   ดงันั้น หากตอ้งการไม่ใหต้วัส่วนติดเคร่ืองหมายกรนฑ์( )  แลว้นั้น  สามารถนาํจาํนวนท่ีติด

กรณฑ์( )ในตาํแหน่งส่วนนั้นคูณเขา้ทั้งตวัเศษและตวัส่วนได ้   ดงัน้ี 
 
 

            เช่น    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

หมายเหต ุ

                        1
2

       =   

             1
3

       =      

                         2
3

       =   
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  ตอนท่ี 1      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1.  ค่าของ   
o o3sin 30 7 cos 60−     มีค่าเท่าไร 

 

 

 

 

 

 

2. ค่าของ   o o6sin 30 3tan 45+     มีค่าเท่าไร 

 

 

 

 

 

 

3.  ค่าของ   o o2 tan 30 tan 60⋅     มีค่าเท่าไร 

 

 

 

 

 

 

4.  ค่าของ   
o o6 cos 45 cosec60⋅     มีค่าเท่าไร 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัดที่ 1.4 
 

อัตราส่วนตรีโกณมิติ 41 ajnunu.com

aj
nu

nu
.co

m





 

  ตอนท่ี 2      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1.  ค่าของ  2 2o osin cos30 30+    มีค่าเท่าไร 

 

 

 

 

 

 

 

2.  ค่าของ  2 o o2tan tan60 45+    มีค่าเท่าไร 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.  ค่าของ  2 2o ocot 9tan30 30−    มีค่าเท่าไร 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.  ค่าของ  2 2o o3sec 7tan45 60−    มีค่าเท่าไร 
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  ตอนท่ี 3      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1.  จงหา  θ   จากสมการ   1 2 sin θ  =  0−  

 

 

 

 

 

 

2.  จงหา  θ   จากสมการ   2sin θ 1  =  0−  

 

 

 

 

 

 

 

3.  จงหา  θ   จากสมการ   1 2cosθ  =  0−  

 

 

 

 

 

 

 

4.  จงหา  θ   จากสมการ   3tan θ   =  03−  
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  ตอนท่ี 4      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1.  จาก  o ox sin cos 830 60⋅ =    จงหาค่า  x   

 

 

 

 

 

 

 

 

2.  จาก  o ox cos sin 660 60⋅ =    จงหาค่า  x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.  จาก  o o2x tan sec 1230 45⋅ =    จงหาค่า  x 
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การใชอ้ตัราสว่นตรีโกณหาความยาวของดา้นสามเหลี่ยมมมุฉาก 
 

 

 

 

การนาํความรู้เก่ียวกบัอตัราส่วนตีโกนมิติไปใชใ้นการหาความยาวของดา้นท่ีไม่ทราบค่าของรูปสามเหล่ียม

มุมฉากนั้น โดยทัว่ไปเรานิยมใชอ้ตัราส่วนตรีโกนมิติ  sinθ  ,  cosθ   และ tanθ    3 อตัราส่วนน้ี  ในการหา

ความยาวใดๆ ท่ีไม่ทราบค่าของรูปสามเหล่ียมนั้นๆ 
 

ตัวอย่างท่ี 1   จากรูป จงหาความยาวของ AB  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ตัวอย่างท่ี 2   จากรูป จงหาความยาวของ OM  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C B 

A 

20 

30o 

M 

O N 

60° 
8 

เม่ือใหมุ้มอา้งอิง  คือ  _______   

ตอ้งการหา  _______  เม่ือทราบ________  

ตอ้งใชอ้ตัราส่วนเก่ียวกบั  _________________   

ซ่ึงก็คือ _____________ 

เม่ือใหมุ้มอา้งอิง  คือ  _______   

ตอ้งการหา  _______  เม่ือทราบ________  

ตอ้งใชอ้ตัราส่วนเก่ียวกบั  _________________   

ซ่ึงก็คือ _____________ 
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  ตัวอย่างท่ี 3  จากรูป   จงหาความยาวของ PR  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   ตัวอย่างท่ี 4   จากรูป   จงหาความยาวของ AB  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B 

A 

C 

20 
45° 

P 

Q R 

12 

60° 

เม่ือใหมุ้มอา้งอิง  คือ  _______   

ตอ้งการหา  _______  เม่ือทราบ________  

ตอ้งใชอ้ตัราส่วนเก่ียวกบั  _________________   

ซ่ึงก็คือ _____________ 

เม่ือใหมุ้มอา้งอิง  คือ  _______   

ตอ้งการหา  _______  เม่ือทราบ________  

ตอ้งใชอ้ตัราส่วนเก่ียวกบั  _________________   

ซ่ึงก็คือ _____________ 
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   ตัวอย่างท่ี 5   จากรูป   จงหาความยาวของ  x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างท่ี 6   จากรูป จงหาความยาวของ AC  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

x 

 

30° 

เม่ือใหมุ้มอา้งอิง  คือ  _______   

ตอ้งการหา  _______  เม่ือทราบ________  

ตอ้งใชอ้ตัราส่วนเก่ียวกบั  _________________   

ซ่ึงก็คือ _____________ 

C B 

A 

 

30o 

เม่ือใหมุ้มอา้งอิง  คือ  _______   

ตอ้งการหา  _______  เม่ือทราบ________  

ตอ้งใชอ้ตัราส่วนเก่ียวกบั  _________________   

ซ่ึงก็คือ _____________ 
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  ตัวอย่างท่ี 7  จากรูป  จงหา  x   เม่ือ   sin A = 
3

5
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ตัวอย่างท่ี 8    จากรูป   จงหาความยาวของ PR    เม่ือ  tan ( ˆPQR )  =  
5

12
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

C 

B A 

24 

P 

R 

Q 

60 

เม่ือใหมุ้มอา้งอิง  คือ  _______   

ตอ้งการหา  _______  เม่ือทราบ________  

ตอ้งใชอ้ตัราส่วนเก่ียวกบั  _________________   

ซ่ึงโจทยไ์ดก้าํหนดมาให้วา่ ________________ 

เม่ือใหมุ้มอา้งอิง  คือ  _______   

ตอ้งการหา  _______  เม่ือทราบ________  

ตอ้งใชอ้ตัราส่วนเก่ียวกบั  _________________   

ซ่ึงโจทยไ์ดก้าํหนดมาให้วา่ ________________ 
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  ตอนท่ี 1      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1. จากรูปสามเหล่ียมท่ีกาํหนดให ้  จงหาความยาวของ AB  

 

 

 

 

 

 

 

2. จากรูปสามเหล่ียมท่ีกาํหนดให ้  จงหาความยาวของ PQ  

 

 

 

 

 

 

 

 

3. จากรูปสามเหล่ียมท่ีกาํหนดให ้  จงหาความยาวของ LM  

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัดที่ 2 
 

A 

B C 
30° 

12 

P 

R 

Q 
45° 

24 

L 

N 

M 

60° 

 

12  
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  ตอนท่ี 2      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

  1.  จากรูปสามเหล่ียมท่ีกาํหนดให ้   จงหาขนาดของมุม ˆACB  

 

   

        

 

2.  จากรูปสามเหล่ียมท่ีกาํหนดให ้   จงหาขนาดของมุม ˆPQR  

 

     

 

 

 

 

3.  จากรูปสามเหล่ียมท่ีกาํหนดให ้   จงหาขนาดของมุม ˆMON  

 

 

         

 

 

 

4.  จากรูปสามเหล่ียมท่ีกาํหนดให ้   จงหาขนาดของมุม θ 

 

         

 

 

 

 

        5.  จากรูปสามเหล่ียมท่ีกาํหนดให ้   จงหาขนาดของมุม Y 

 

 

 

    

 

A 

B C 

18 
9 

 

P 

Q 

R 

4 

 M 

O 

N 

18 

 

θ 

 

 

Y Z 

 

X 
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  ตอนท่ี 3      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1.   ให ้ BC = 4 เซนติเมตร , ˆABD = 30O  , ˆBDC = 60O , ˆACB =  90O    จงหา AB  ยาวก่ีเซนติเมตร   

         

             1)    6    เซนติเมตร  

                           2)    8    เซนติเมตร 

                           3)    9    เซนติเมตร  

                            4)   9.5   เซนติเมตร 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.  จงหาความยาวของ BC ยาวเท่าไร    

        1)   15 3  หน่วย  

              2)    
15

3
   หน่วย 

              3)   16 3  หน่วย  

                          4)    
16

3
    หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

B 

C D A 

8 

B C 
60° 30° 

A 

D 
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การใชอ้ตัราสว่นตรีโกณในการหาระยะทางและความสงู 
 

 

 

 

          ในการแกปั้ญหาเก่ียวกบัการหาระยะทางและความสูงในโลกของความเป็นจริงนั้น   บางคร้ังเราไม่

สามารถใช้เคร่ืองมือวดัระยะกบัสถานท่ีหรือส่ิงนั้นๆไดโ้ดยตรงเพราะทาํไดย้าก    เช่น   การวดัความสูง

ของภูเขา   การวดัความลึกของเหว    การวดัความกวา้งของแม่นํ้ า    เป็นตน้   แต่ทว่าเราสามารถใชค้วามรู้

เก่ียวกบัอตัราส่วนตรีโกนมิติน้ีมาใชใ้นการประยกุตเ์พื่อแกปั้ญหาน้ีได ้   ซ่ึงก่อนอ่ืนผูศึ้กษาจะตอ้งทาํความ

เขา้ใจกบัคาํศพัทแ์ละขอ้ตกลงท่ีเก่ียวขอ้งกบัหวัขอ้น้ีดงัต่อไปน้ีเสียก่อน 
 

 

       1.  เส้นระดับสายตา   หมายถึง   เส้นตรงท่ีลากจากตาของผูส้ังเกต ไปในแนวขนานกบั พื้นราบ 

 

 
 

       2.  มุมก้ม   หมายถึง   มุมท่ีเกิดระหวา่งเซลลร์ะดบัสายตากบัเส้นท่ีลากจากสายตาไปยงัวตัถุท่ีอยูต่ ํ่า 

                                              กวา่เส้นระดบัสายตา 

 

 

 

 

 
 

       3. มุมเงย   หมายถึง  มุมท่ีเกิดระหวา่งเซลลร์ะดบัสายตากบัเส้นท่ีลากจากสายตาไปยงัวตัถุท่ีอยูสู่ง 

                                            กวา่ระดบัสายตา 

 

 

 

 

 

                                                หมายเหตุ 

        1.  พื้นดินหรือพื้นนํ้า  ใหถื้อวา่เป็นแนวราบทั้งหมด 

        2.  ส่ิงท่ีโผล่เหนือพื้นดินขึ้นมา  เช่น  เสาธง ,  ภูเขา ,  ตน้ไม ้ ,  อาคารหรือตึก  เป็นตน้  ใหถื้อวา่ 

             ส่ิงเหล่านั้นอยูใ่นรูปของเส้นตรงท่ีโผล่ขึ้นมา   ยกเวน้แต่วา่โจทยจ์ะกาํหนดเป็นอยา่งอ่ืน 

        3. ในส่วนของผูส้ังเกตนั้น  หากโจทยไ์ม่ไดก้าํหนดความสูงของผูส้ังเกตมา  ในการคาํนวณใหถื้อ 

            วา่ความสูงของผูส้ังเกตนั้นเป็นศูนย ์

 

เส้นระดับสายตา 

เส้นระดับสายตา 

เส้นระดับสายตา 

วัตถ ุ

วัตถ ุ

มุมก้ม 

มุมเงย 
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  ตอนท่ี 1      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1. ตน้ไมต้น้หน่ึงทอดเงายาว 50 เมตร  แนวของเส้นตรงท่ีลากผา่นจุดปลายของเงาตน้ไมก้บัยอดของตน้ไม ้  

    ทาํมุม 30 องศากบัเงาของตน้ไมท่ี้อยูบ่นพื้น   อยากทราบวา่ ตน้ไมต้น้น้ีมีความสูงก่ีเมตร 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัดที่ 3 
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  ตอนท่ี 2      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1. นาย ก อยูท่างทิศเหนือของเจดียแ์ห่งหน่ึงวดัมุมเงยของเจดียไ์ด ้45 องศา  ส่วนนาย ข ยนือยูท่างทิศใตว้ดั 

    มุมเงยของเจดียไ์ด ้30 องศา  ถา้เจดียสู์ง 120 เมตร  นาย ก และนาย ข ยนือยูห่่างกนัก่ีเมตร 
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  ตอนท่ี 3      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1. นายดาํยนือยูห่่างจากตึกหลงัหน่ึง 24 เมตร  มองเห็นยอดตึกและเสาอากาศ  ซ่ึงอยูบ่นยอดตึกเป็นมุมเงย  

    30 องศาและ 60 องศา  ตามลาํดบั   จงหาความสูงของเสาอากาศท่ีอยูบ่นยอดตึกแห่งน้ี 
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  ตอนท่ี 4      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดมาให้ต่อไปนี้ 

1. ชายสองคนยนือยูต่รงขา้มของอาคารหลงัหน่ึงซ่ึงสูง 120 เมตร  ทั้งสองวดัมุมเงยของอาคารได ้30 องศา 

    และ 45 องศา ตามลาํดบั  อยากทราบวา่ ชายสองคนน้ียนือยูห่่างกนัเท่าไร 
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ตารางค่าอตัราสว่นตรโีกณมิติของมมุ 0-90 องศา 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        นอกจากอัตราส่วนตรีโกนมิติของมุม 0 , 30 , 45 , 60  และ 90 องศาท่ีเป็นข้อตกลงกันว่านักเรียน

จะตอ้งท่องจาํไดแ้ลว้นั้น   หากเป็นค่าอตัราส่วนตรีโกณมิติท่ีนอกเหนือจากขา้งตน้แลว้นั้น   เราก็สามารถ

หาค่าของอตัราส่วนตรีโกณมิติของขนาดมุมอ่ืนๆ ไดจ้ากตารางท่ีกาํหนดใหด้งัต่อไปน้ี 
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         เอกลักษณ์ของอัตราส่วนตรีโกณมิติ    คือ    รูปแบบของสมการอตัราส่วนตรีโกณมิติท่ีเป็นจริง

เสมอไม่วา่จะแทนท่ีตวัแปรดว้ยจาํนวนจริงใดๆก็ตาม 
 

                           เอกลกัษณ์ของอตัราส่วนตรีโกณมิติเบ้ืองตน้  ผูเ้ขียนขอแบ่งออกเป็น 3 กลุ่ม 

                           ตามลกัษณะความสัมพนัธ์    ดงัน้ี 

             กลุ่มท่ี 1    ความสัมพนัธ์ท่ีเป็นส่วนกลบัของกนัและกนั 

             กลุ่มท่ี 2    ความสัมพนัธ์ในรูปเศษส่วน 

             กลุ่มท่ี 3    ความสัมพนัธ์ท่ีมาจากทฤษฏีบทพีทาโกรัส 

  

                  กาํหนดสามเหล่ียมมุมฉาก ABC มาใหต่้อไปน้ี  โดยมีมุม θ  เป็นมุมอา้งอิงในการเรียกดา้น 

                                                                                         

 

 

 

 

          พิจารณารูปสามเหล่ียมมุมฉาก ABC 

          จาก                                                              ,     

             

  

                                                        ดงันั้น                       

 

 

 

 

เอกลกัษณ์ของอตัราส่วนตรีโกณมิต ิ
 

กลุ่มท่ี 1      ความสัมพนัธ์ที่เป็นส่วนกลบัของกนัและกนั 

A 

B 

C 

ฉาก 
ขา้ม 

ชิด 

 

หมายความวา่ ____________________________ เป็นส่วนกลบัของกนัและกนั 

1   2 

นาํ         x           ; 1   2   

1 
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          จาก                                                              ,     

             

  

                                                        ดงันั้น                       

 

 

 

 

 

 

 

          จาก                                                              ,     

             

  

                                                        ดงันั้น                       

 

 

 

 

 

              

1   2 

หมายความวา่ ____________________________ เป็นส่วนกลบัของกนัและกนั 

นาํ         x           ; 1   2   

2 

1   2 

หมายความวา่ ____________________________ เป็นส่วนกลบัของกนัและกนั 

นาํ         x           ; 1   2   

3 
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                  กาํหนดสามเหล่ียมมุมฉาก ABC มาใหต่้อไปน้ี  โดยมีมุม θ  เป็นมุมอา้งอิงในการเรียกดา้น 

                                                                                         

 

 

 

                   พิจารณารูปสามเหล่ียมมุมฉาก ABC 

 

        จาก                                                                ,     

             

  

                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                            

      ดงันั้น                       

 
 

 

    

        จาก                                                                    ,     

             

  

                                                

 

 

 

 

                                                

      ดงันั้น                       

 

กลุ่มที่ 2      ความสัมพนัธ์ในรูปเศษส่วน 

A 

B 

C 

ฉาก 
ขา้ม 

ชิด 
 

1   2 
1 

นาํ              ; 
1   

2   

1   2 
2 

นาํ              ; 
1   

2   
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                  กาํหนดสามเหล่ียมมุมฉาก ABC มาใหต่้อไปน้ี   

                  โดยมีมุม θ  เป็นมุมอา้งอิงในการเรียกดา้น 

                                                       

                                   

 

             จากทฤษฏีบทพีทาโกรัส                                                                 

             

  

                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                            

                            

 
 

 
                                                                                   

 

             จากทฤษฏีบทพีทาโกรัส                                                                 

             

  

                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                            

                            

 
 

                                                                                         

กลุ่มที่ 3        ความสัมพนัธ์ที่มาจากทฤษฏีบทพทีาโกรัส 

A 

B 

C 

ฉาก 
ขา้ม 

ชิด 
 

1 

นาํ               ; 
1    

  ฉาก2                       

1   

ดงันั้น 

2 

นาํ               ; 
1    

  ชิด2                       

1   

ดงันั้น 

พิจารณารูปสามเหล่ียมมุมฉาก ABC 
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เอกลกัษณข์องอตัราสว่นตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

 

             จากทฤษฏีบทพีทาโกรัส                                                                 

             

  

                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                            

                            

 
 

 

 

 

 

              

  

 

 

 

 

 

กลุ่มท่ี 1      ความสัมพนัธ์ที่เป็นส่วนกลบัของกนัและกนั 

3 

นาํ               ; 
1    

  ขา้ม2                       

1   

ดงันั้น 
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กลุ่มที่ 3        ความสัมพนัธ์ที่มาจากทฤษฏีบทพทีาโกรัส 

กลุ่มที่ 2      ความสัมพนัธ์ในรูปเศษส่วน 
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 การใชเ้อกลกัษณอ์ตัราสว่นตรีโกณมิติในการพิสจูน ์

          คือ    การแสดงให้เห็นจริงว่าทั้งสองขา้งของสมการมีค่าเท่ากันทุกกรณี  โดยทัว่ไปในการพิสูจน์

เอกลกัษณ์ของอตัราส่วนตรีโกณมิตินั้น    เราจะทาํให้ขา้งใดขา้งหน่ึงนั้นไปเท่ากบัอีกขา้งท่ีเหลือ   แต่ทว่า

ในบางคร้ังอาจจะมีโจทยท่ี์ซับซ้อนมากขึ้น  ซ่ึงอาจจะตอ้งพยายามทาํการพิสูจน์ให้ทั้งสองขา้งนั้นมีค่า

เท่ากนัในรูปของส่ิงเดียวกนัก่อนแลว้จึงจะสามารถสรุปไดว้า่มีค่าเท่ากนั 
 

          หลักการทั่วไปของการใช้เอกลักษณ์อัตราส่วนตรีโกณมิติในการพสูิจน์ 

1. พยายามเปล่ียนรูปจากดา้นท่ีมีความยุ่งยาก ซับซ้อน  ให้เป็นรูปง่ายกว่า และมีจาํนวนพจน์ท่ีน้อย

กวา่เดิม 

2. ควรเปล่ียนรูปของอตัราส่วนตรีโกณมิติท่ีกาํหนดให้นั้นให้อยู่รูปของ sin หรือ cos  ทั้งหมดเพื่อ

สะดวกต่อการพิสูจน์    แต่ถา้หากว่าการเปล่ียนเป็นรูป sin หรือ cos  ทั้งหมดแลว้นั้นทาํให้เกิด

ความยุง่ยากหรือยาวเกินไปก็ไม่ควรจะเปล่ียน 
 

        อยา่งไรก็ตามหลกัการท่ีกล่าวมาขา้งตน้นั้น   เป็นเพียงแค่หลกัการพื้นฐานทัว่ไปเท่านั้น   ส่ิงท่ี

สําคญัท่ีสุด คือ การท่ีผูเ้รียนได้ฝึกฝนการพิสูจน์เอกลกัษณ์บ่อยๆ หลากหลายรูปแบบ  จะทาํให้

ผูเ้รียนมีความเช่ียวชาญในการมองความสมัพนัธ์ต่างๆไดม้ากขึ้น 
 

     ตัวอย่างท่ี 1     จงพิสูจน์เอกลกัษณ์ต่อไปน้ี 

ก.         sin   cot   =  cosθ θ θ⋅                                 

 

 

 

 

ข.         cos   tan   =  sinθ θ θ⋅                                 

 

ค.         cot   sec   =  cosecθ θ θ⋅                                 

 

 

 

 

ง.          cos   cosec   =  cotθ θ θ⋅                                 

 

    

      ตัวอย่างท่ี 2       จงพิสูจน์วา่     sinθ  cotθ   =  1
cosθ
⋅  
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        ตัวอย่างท่ี 3       จงพิสูจน์วา่     sin A  cot A  sec A =  1⋅ ⋅  

 

 

 

 

        ตัวอย่างท่ี 4       จงพิสูจน์วา่     
2 2

2 2
1 sin A 1 cos A +  =  2

cos A sin A
− −  

 

 

 

 

 

 

 

        ตัวอย่างท่ี 5        จงพสูิจน์วา่     2 2cos A(1 + tan A)  =  1 

 

 

 

 

 

 

 

 

        ตัวอย่างท่ี 6        จงพสูิจน์วา่     
2 2

1 1  +   =  1
1 tan θ 1 cot θ+ +
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    ตอนท่ี 1      จงพสูิจน์เอกลักษณ์ของอตัราส่วนตรีโกณท่ีกาํหนดให้ต่อไปนี้ 

1. จงพิสูจน์วา่           cot A  sec A =  cosec A⋅  

 

 

 

2. จงพิสูจน์วา่           1sin A cos A cosec A =  
sec A

⋅ ⋅  

 

 

 

3. จงพิสูจน์วา่           2 22sin θ 1   =   1 2cos θ− −  

 

 

 

4. จงพิสูจน์วา่           2 2 2 2tan θ  cot θ   =   sec θ  cosec θ − −  

 

 

 

 

5. จงพิสูจน์วา่           2 2sin θ(1 + cot θ)  =   1 

 

 

 

แบบฝึกหัดที่ 5 
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          ตอนท่ี 2      จงตอบคําถามท่ีกาํหนดให้ต่อไปนี้ 

1. ค่าของ   sec A  sin A ⋅    มีค่าตรงกบัขอ้ใด 

             1)    cos A                         2)   cot A                           3)    tan A                       4)   cosec A 

 

 

 

 

2. ค่าของ   
2sinA cot A  

cosA
⋅    มีค่าตรงกบัขอ้ใด 

              1)    1  
tanA

                  2)   1  
sinA

                       3)    tan A                       4)   cos A 

 

 

 

 

 

 

 

3. ค่าของ   
2 2

2
sec θ 1 cosec θ 1 +   

cot θtan θ
− −    มีค่าตรงกบัขอ้ใด 

              1)    1                              2)   2                                  3)    sin θ                      4)   cos θ 
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